Devoir surveillé n28 - Correction

Exercice 1 :

1) Compléter les égalités (sans justification) :

- 3 1
lim =5 +7=7 ; lim —3x*+100=—o ; lim 3x*+1=13 ; lim x*——x+—=+o
x——m x2 x>+ x—>2 x——o 5x

x>2

.2 0 ) 2 ) .
lim —+2"=+w | lim =—2 . lim ~=—c0 , lim +38x+1=+w
£=0 & e ®=3 5 (x-1) b s 245
x>0 x>2 x<1 x>—-5

2) Déterminer les limites suivantes en justifiant soigneusement :

a) On aici une forme indéterminée. On léve l'indétermination de maniere classique, en mettant en
facteur les termes prépondérants.

. x* 3+i2 3+l2
+ X . _
lim xf: lim ———— L =1lim 73‘: . Or, lim i:0 ) lim —=0 .
x— -+ _3x _3x x— +oo 2( 3 x—+0o0 x— 40 x2 x—ot0 X
x’|—-8—= —3-=
X X
2
Donc| lim ﬁzi:—l .
xot0 —3X —3X -3

b) Méme méthode.

5+%+L2
X X

5241
X X

lim 5x%+2x+1=1im x?

Xx——00 x——00

.Or lim g:0 et lim %:0 ,d'ou lim =5.

x——0 X x——wo X x——m

Donc| lim 5x%*+2x+1=1im 5x*=+wo |.

X——00 x——o0

¢) lim 1-x*=0" car la fonction x—1—x? est décroissante sur [0 ; +ool.
x—1
x>1

1
Donc lim ;=—oo . Et dong, | lim
x—1 1_x x—1 1_.7C

x>1 x>1




Exercice 2 : (5 points)

Si f est définie sur R et telle que : lim f(x)=—o et lim f(x)=+o,
to—o Ko VRAI
alors f est croissante sur R.

Si f est strictement croissante sur R, alors : lim f(x)=+o . VRAI
x— -+

Si lim f(x)=+w et lim g(x)=—w, alors: lim (f(x)+g(x))=0 VRAI

Si lim f(x)=+wet lim g(x)=0, alors: lim (’f(x)xg(x)):O VRAI

Si lim f(x)=0 et lim g(x)=-+o, alors : lim 1% =0 VRAI ) FAUX

x— -+ Xx—+o0 Xx—+o0 g(x)

Si lim f(x)=0et lim g(x)=0, alors: lim

o) _y VRAI
x— -+ xX—+0 X—+© g(x)

Silim f(x)=0 et lim g(x)=0, alors: lim f(x)xg(x)=0. VRAI FAUX

x— -+ xX— 40 x—+o

Si lim f(x)=2, alors la représentation graphique de f a une asymptote
b VRAI FAUX

horizontale en +.

Si lim f(x)=+o, alors la représentation graphique de f a une asymptote oblique
to o VRAI
en +oo,

Si I’ensemble de définition de la fonction fest : R\{ 1}, alors la droite d’équation
. N ) . . VRAI
x = 1 est asymptote verticale a la représentation graphique de f.

Exercice 3 : (8 points)

*+4x-8
Soit la fonction f définie sur ]-oo ; 2[U]2 ; 4o par [ (x)Z% . On appelle C;la courbe
x—

représentative de f dans un repére orthonormé.

1. On réduit au méme dénominateur :

1 2 x(x—2) 3x2(x—-2) 2x2 ¥*-2x+6x—12+4 x°+4x-8
—x+3+ = + + = = =f(x) . Ca marche.
2 x—2 2(x—-2) 2(x-2) 2(x-2) 2x—4 2x—4

2. Commencons par les limites en +.

lim 1x=+oo ; lim =0 donc lim f(x)=1lim lx+3+ =4
x—+o0 x—o+o0 X — x— 400 Xt o X —

lim 1x:—oo ; lim 2 =0 donc lim f(x)=Ilim l3ch3+ 2 =—w.
x——w x——0w x—2 x——o0 x——m x—2

Calculons a présent les limites en 2 a gauche et a droite :



lim 1aczlim lx:l

x—2 2 x—2

x<2 x>2

) - . 2 . .1 2

lim x-2=0 donc lim =—ow et donc lim f(x)=lim —x+3+ =—o
x—2 x—2 X— x—2 x—2 2 x_z

x<2 x<2 x<2 x<2

. . . .1

lim x—2=0" donc lim =+ et donc lim f(x)=lim —x+3+ =+
x—2 x—2 X— x—2 x—2 X—

x>2 x>2 x>2 x>2
Ces deux derniers résultats montrent que la courbe C;représentant f admet une asymptote
verticale d'équation x = 2.

1 2
On sait que f (x)ZE x+3+—2 . On peut alors facilement conjecturer que C;admet pour

1
asymptote oblique en +« et —o la droite A d'équation y=§x+3 . Démontrons-le pour +w :

lim f(x)—

x—+o©

= lim =0 . Donc A est bien une asymptote oblique a C;en +o.

x—40 X —

1
—x+3
2

On le démontre de la méme facon pour —co.

1 2
La position de C; par rapport a A est donnée par le signe de f(x)— §x+3 = 3"
x_
Six<2, alors j<0 donc C; est au-dessous de A.
Six>2, alors — >0 donc C; est au-dessus de A.

On peut utiliser l'une ou l'autre formule donnant flx). La deuxiéme apparait toutefois plus
commode d'emploi. On obtient ainsi d'apres les formules du cours :

f'(x)—l— 2 _1(x-2f 2x2 _1(x-2)-4
T2 (x-27 2(x—27 2(x-2° 2 (x-2)

Etudions le signe de f".

Comme le dénominateur est un carré, il est toujours positif. Donc, le signe de f " est le méme que
celui du numérateur.

(x—2)°—4=(x—2)—2°=(x—2+2)(x—2—2)=x(x—4) .

x — 0 4 +
x - 0 + +

x—4 - - 0 +

x(x —4) + 0 - 0 +

On obtient donc le tableau :

f(x) + 0 - -0 +

T N
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