Correction du devoir surveillé n° 8

Exercice 1 (Question de cours) :

Soit Sp =1+q¢+¢*+¢*+..+¢"
Ona:qSy=ql4+q+@P+..+¢)=q+@P+@F+..+¢" + ¢!
Donc ¢S, +1=14+q¢+¢@+...+¢"+ ¢ =8, + ¢

Donc 1 — ¢"t' = S, — ¢S, = S,(1 — q)

Comme g # 1, ¢ — 1 # 0, donc on peut diviser par 1 — q.
1— qn+1

On obtient : S, = ————, ce qu’il fallait démontrer.
q

1—

Exercice 2 :

1. u, = 3>+!
On calcule facilement : ug = 3, up = 3% = 27, up = 3° = 243.

up —ug # ug —ug donc (uy) n’est pas arithmétique .

u U
En revanche, - =2 _9 Donc (up) est peut-étre géométrique.
UuQ (5%
2(n+1)+1 2n+3 2n 3 3
Upt1 3 3 3 x 3 3 ) ) on
w, 3l 3l T gmxg 3 en simplifiant par 3°".
Un+1 , I
est une constante, donc wu, est géométrique .
Un,
2. u, =7+2"

Oncalcule : ug=7+20 =8, u1 =7+2' =9, up = 7+ 2% = 11.
up — ug # ug — uy donc (uy,) n'est pas arithmétique .
U1

9
— = 2 22 car9x 9 # 11 x 8. Donc (uy,) n’est pas géométrique .
uQ 8 ul 9

ug =1
3.
{unﬂzun—?’

On a : Upt1 = uy + (—3), donc par définition, (uy) est arithmétique de raison (-3).

On calcule facilement : u; = —2 et uy = —5.

U1 Uz . . N R . 5 2 A

— et — mne sont pas égaux (ils ne sont méme pas de méme signe), donc (u,) n’est pas géométrique .
Uo U1

’u,ozl
4.
{ Upt1 = 3 — Up

On calcule facilement : u; = 2, uo = 1, ug = 2, etc.

U U 1
Doncul—u()aém—ulet—1:25£f2:,.
Up Ul 2

Donc (uy) n’est ni arithmétique ni géométrique .

Exercice 3 :



1. On multiplie par ¢ pour passer de ug & ug, puis de u3 & w4, puis de uy & usz, donc on multiplie par ¢3

pour passer de us a us.

432
Ainsi, 2 x ¢® = 432, donc ¢° = - = 216.

Par essais successifs, on trouve facilement ¢ =6 .

2 U2 2 1
Comme uy = ug X ¢q ,alorsuO:?:%:E,
671
2. Facile. Comme (u,,) est géométrique, alors u, = ugq™. Ici: wu, = T
6"t 6" 6"x6 6" 6" 5 x 6"

R I T IS TR T R T A T

Tous les nombres dans ce quotient sont positifs, donc UZH > 0.

n

Donc (uy) est croissante (strictement).

4. On applique la formule du cours, car le calcul direct de la somme est fastidieux.

1— 21
S = ug + uoq + uoq® + ... + upq* = uo(1 + ¢+ ¢* + ... + ¢*°) = uy 1_qq )
- et - S 1X1—621 1X1—621 1X621—1 621 —1
nt : = — = — = — == .
One, en remplaca 18° 1-6 18" -5 18 5 90
On trouve : S ~ 2,44 x 10™ .
Exercice 4 :
2n+1 on 2n+1 on DINE)) on

1. oy = _ - - - _ .
tntl = tin n+1)+2 n+2 n+3 n+2 n+3 n+2

Avant de réduire au méme dénominateur, il est peut-étre judicieux de mettre 2" en facteur :

2 1 >:2n<( 2(n+ 2) (n+3) >:2n(2(n+2)(n+3))

u”+1_u":2n<n+3_n+2 n+3)(n+2) (n+3)(n+2) (n+3)(n+2)

Comme n € N, alors n+ 1, n+ 2 et n 4+ 3 sont strictement positifs; 2" est lui aussi strictement positif
(par définition).

Ainsi, up4+1 — uy > 0. Done, la suite (uy,) est croissante .

2. Upg1—vp = (n+1)2=25(n+1)— (n? — 25n) = n?+2n+1-25n—25—n?+25n = 2n—24 = 2(n—12).

On voit que vy,+1 — vy, est d’abord négatif (pour n < 12) puis positif (pour n > 12).

Donc la suite (v,) n’est ni croissante, ni décroissante . On dit pour résumer qu’elle n’est pas mono-
n ) p

tone.
Exercice 5:
1
lug=-x0+42=2
3
1 2 6 8
— S xo492=242_°
U= g xata=ata =g
1,8, 8 18 2%
YB=3723T2797 9 T

2. Grand classique.
Vp = Uy — 3, donc uy, = v, + 3

De méme au rang suivant : vp41 = Upy1 — 3, donc Uy = Vg1 + 3



. , 1 . .
Dans la relation de récurrence : uy,+1 = —u, + 2, on exprime u,41 et u, en fonction de v,41 et vy,.

3
On obtient : v,11 + 3 = %(vn +3)+2
Ainsi : 1)n+1+3:}vn+1 xX3+2= 1vn—i-1+2:}vn+3
3 3 3 3
Dong, en simplifiant : v,41 = gvn

On en déduit que la suite (vy,) est géométrique de raison 3

Comme, pour tout n, v, = u, — 3, alors vg = ug — 3; alors vg =0 — 3 = —3.
. Comme on a démontré que (v,) est géométrique, on peut appliquer la formule du cours : v,, = voq™.
1 n
Ici, on obtient : v, = —3 X (3> .

Or, on sait que pour tout n, u, = v, + 3.

\" 1\"
On en déduit en remplacant : u,, = —3 X (3) +3=3-3x (3) .

1 10

. upp=3—-3x4+3=3-3 X% (3) ~ 2,999949195.
1 20

U0 =3—3 X +3=3-3X (3) =~ 2,999999999.

1 100
U100:3—3X+3:3—3X<3) ~ 3.

100
La calculatrice, ici, ne fait plus la différence, car <3) est trop petit.

Manifestement, lim wu, =3 .
n—-+oo

Remarque : Pour le démontrer, il suffit de se rappeler que si —1 < ¢ < 1, alors lirf q" =0.
n—-—+0oo

Ici, lim (;) =0, donc lim -3 x (;) =0, donc lim 3 —3x (;) = 3.

n—-4o0o n—-+4o0o n—-+4o0o



