Correction du devoir commun n° 1

Exercice 1:

1. L’arbre :

2.a. P(BNS) = P(B) x Pg(S) = 0,2 x 0,2 = 0,04

b. D’apres le principe des probabilités totales :
P(S)=P(BnNnS)+ P(ANS)=P(B) x Pg(S) 4+ P(A) x P4(S5)

P(S)=0,2x02+08x 0,1 =0,12

La probabilité que la boite prélevée ne présente pas de trace de pesticide est P(S).

On a d’apres la formule habituelle : P(S) =1 — P(S) =1 - 0,12 = 0,88
3. Ici, I’énoncé demande de calculer la probabilité que la boite provienne du fournisseur B,
sachant qu’elle présente des traces de pesticides, c’est a dire Ps(DB).
P(BNS) 0,04 1

On applique la formule : Pg(B) = PS) 012 3

Exercice 2:

n 0] 1 2 3 4 ) 6 7 8

l.a. L 1 :
a. Le tableau u, | 2134218 1,19] 0,61 | 0,31 | 0,16 | 0,08 | 0,04

b. On peut conjecturer que (uy) est décroissante & partir de n = 1.

15
2. a. Notons P, la propriété : < u, > T x 0,5 >.

Il faut démontrer cette propriété pour tout n non nul, donc on initialise a 1 :

Initialisation :
1 1

Onaulzg xuo+3><0,50:5 x24+3=04+3=34.

15 15
D’autre part, T x 0,5! = 3= 1,875.

15
On a bien 3,4 > 1,875 c’est a dire uq > 7 x 0,51, Py est vraie.
Hérédité :
15

Supposons P,, vraie : u, > T x 0,5™.

, < g 1
On veut démontrer P, 1, c’est & dire : u, 1 > ik 0,571,



D’apres ’hypothese de récurrence :

Uy > T x 0,5" donc on a successivement :

1 3

S 3 X 05" = T X 05" 43 x 05"
3

Un+1 > = X 0,571 +3 % 0’571

—
(S

Un+1 2 Z X 07571
15 15

Or, 0,5" > 0,5"*! donc 7 X 0,5" > 7 X 0,57+

15
On a bien : upqq > T x 0,5"+1. Ainsi, Pn+1 est vraie.
Conclusion :
P1 est vraie et P, implique Pp41.
Donc, d’apres le principe du raisonnement par récurrence, P, est vraie pour tout entier

n > 1.

1 1 5 4
un+1—un:gun—|—3x0,5”—un: (5—5>un+3><0,5":—5un+3><0,5”

15
Or, d’apres le (a.), pour tout n > 1, u, > e 0,5".
4 4 15

On en déduit : gun > v X 7 x 0,5" =3 x 0,5".

4 4
Comme gun >3 x 0,57, alors —5un < -3x0,5".

4

Par conséquent : upy1 — up = —gun 4+3x0,5" < -3x0,5"+3x0,5"
On obtient : upy+1 —up < 0.
D’apres le (b.), u, est décroissante a partir du rang 1. D’autre part, d’apres le (a.), pour

tout n > 1, u, > e 0,5™ > 0. Donc (u,) est minorée par 0.

La suite (u,) est décroissante et minorée, donc convergente, d’aprés le théoreme de
convergence monotone.

. Up = Uy — 10 x 0,5™ donc vy, 11 = Upy1 — 10 x 0,57,

1 1
Ainsi : vy = g“" +3x0,5" — 10 x 0,5"H = 5un 4+ 3 x 05" —10 x 0,5 x 0,5" =
1 1
3un+3x0,5”—5><O,5”:5un—2><0,5"

1 1
Upt1 = g(un —5x2x0,5") = g(un —10 x 0,5")

1
—(un —10x0,5") 4
Donc : 4L — 5 = -

Un, up —10x 0,57 5

Un+1
Un

Il reste a calculer vg.

vo=1up—10x05" =1y —10x1=2—-10= —8.

1
est une constante, donc (v,) est géométrique. Sa raison est £

1
Comme (v,) est géométrique, alors pour tout n : v, = vy x ¢". Ici, vg = —8 et ¢ = R
donc :
1 n
Pour tout ne N: v, = -8 x (5) .

Comme v,, = uy, — 10 x 0,5" alors u,, = v, +10 x 0,5"™. En remplacant v,, par ’expression
n

1
qu’on vient de trouver, on obtient : u, = —8 X (5> + 10 x 0,5™.

2



1 1\"
c. 56]_1;1[’ donc lim (5) = 0. Donc hm —8><< )

n—-+00 n—-+o0o
0,5 €] —1;1[, donc hm 0,5" = 0. Donc hm 10 x 0,5" =
n—+oo —+00
En ajoutant, on trouve : lim wu, =0
n—+oo
4. Entrée : n et u sont des nombres
Initialisation : n prend la valeur O

u prend la valeur 2

Traitement : Tant que u >0,01
n prend la valeur

1
up:rend].ava:l.eu.rgu4r3><0,5n_1

Fin Tant que

Sortie : Afficher n

Voila.



