Correction du devoir surveillé n23

Question de cours :

1. On dit que f admet une limite finie /en + si quel que soit le réel r > 0, ix) € 1/ -r ; /+ r[ pour x
assez grand.
Autre version : On dit que f admet une limite finie /’en + si tout intervalle ouvert contenant /
contient flx) lorsque x est suffisamment grand.

2. Soit r un nombre réel strictement positif quelconque.
Comme lim g(x)= Z alors pour x assez grand, g(x) € 1/ -r; /+r[.

x—+oo

Comme lim h(x)= /, alors pour x assez grand, h(x) € 1/-r; /+rl.

x— 4o
Pour x assez grand, on a aussi g(x)<f(x)<h(x) d'apres l'énoncé.
Pour x assez grand, ces trois conditions sont remplies simultanément, et on a par conséquent :
/—r <glx)<f(x)<h(x)< /+r. Ceciimplique: /—r <f(x)< /+r.
Résumons :
Pour tout r réel strictement positif quelconque, fix) € 1/ —r ; /+ rl lorsque x est assez grand.

Ceci traduit le fait que la limite de fix) quand x tend vers +o est /.

Exercice 1 :

Partie A

1. g(x)=e*—xe"+1=e*(1-x)+1.
lim e*=+4w ; lim 1-x=—cw donc lim e*(1—x)=—o0.

X -+ xX— 4w X -+

Par conséquent, lim g(x)=—o0.

x—+o©

2. g'(x)=e"—1-e*—xe*+0=—xe" ; pour x>0, —x est strictement négatif et e* est strictement positif,
donc le produit est strictement négatif.
Ainsi, g'(x) est strictement négatif, donc g est strictement décroissante sur ]O ; +oo[.

3. On obtient le tableau :

X 0 +00
gkx) | 0 -
2
g(x) -~ -

a. Il est clair qu'il faut utiliser le théoreme de la bijection.
La fonction x— xe® est continue car produit de fonctions continues ; la fonction g est donc
continue car somme de fonctions continues.
On a g(0) = 2. D'autre part, comme lim g(x)=—o , alors g n'est pas minorée, donc il existe un

2ot
nombre ¢ € [0 ; +oof tel que, par exemple, g(¢) = —1.

Alors 0 € 1g(¢) ; g(0)I.

D'autre part, g est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[, d'apres le tableau précédent.

D'apres le théoreme de la bijection, 1'équation g(x) = 0 a alors une solution unique sur ]0 ; #[.
D'autre part, comme g est décroissante, alors pour tout x 2 ¢, flx) £ —1. Donc 1'équation g(x) =0
n'a pas de solution sur [ ; +oo[.



Conclusion : I'équation g(x) = 0 a une solution unique sur [0 ; +oof.
b. On utilise la calculatrice : un tableau de valeurs ou la fonction « solve » lorsqu'elle est présente.
On trouve : o € [1,27 ; 1,28].
c. Ona g(a)=e"—ae“+1=0 donc e“(1—a)=—1 donc e"':_—lzi.
1-a a-1
5. Facile, a partir du tableau de variations.

x |0 o +00
g(x)| 2 + 0 - —®©
Partie B
1. A'(x)= Ax[e"+1)-dxxe = dle’—xe +1)= 4glx) . Le dénominateur est positif, donc A'(x) a le

(e"+1) (e*+1)° (e"+1)°
méme signe que g(x).

2. Le signe de g et donc de A’ est donné dans le tableau précédent. Donc :

X 0 a +00
A'(x) + 0 -
A | " Ao-1) T
. . x 4
3. On met en facteur les termes prépondérant. A(x):—xx 1
€ 1+ —
e

lim l:O donc lim izél .
x—+wo € x—+w 1+_x

e

X

. . e . X
D'autre part, on sait que lim —=+w ;donc lim —=0.
x—tw X x—+o €

On en déduit lim A (x)=0%x4=0.

x— -+

Par conséquent, la courbe représentative de A admet une asymptote horizontale d'équation y = 0.

Exercice 2 :

Partie A

1. Déterminons la dérivée de g : g’'(x)=e"—1. Comme la fonction exponentielle est strictement
croissante, on obtient le tableau :

x 0 +00

g'(x) 0 +

g(x) /
0

2. D'apres le tableau précédent, g est strictement croissante sur [0 ; +oo[. Donc, pour tout x € [0 ; +oof,
g(x)=0.
3. D'apres la question précédente, pour tout x € [0 ; +oof, €*—x—1>0 donc e*—x>0 .




xe + x”

; d'autre part,

X.

Partie B

1. On admet que f est strictement croissante sur [0 ; 1].

Par conséquent, pour tout x € [0 ; 1], Ax) € [f(0) ; AD)].

Or, (0)=0cet f(1)

=1

Ainsi, pour tout x € [0 ; 1], Ax) € [0 ; 1].

e"—1—xe*+x°

e —1

a. Ona: f(x)—x=

e —x—1—-xe"+x*+x e*—1—

(1-x)(e"—x—1)

(1-x)g(x)

[P

C'est bien la méme expression. L'égalité est démontrée.

b. Cherchons le signe de f(x) — x en fonction de x.

e"—x>0 d'apres la question A.3.
2 X.

Jg(x) est positif comme produit de nombres positifs.

e —X

X

(1-x
Par conséquent, la droite (D) est au-dessous de la courbe % sur [0 ; 1].

Enfin, g(x)>0 d'aprés la question A.2.
Donc, pour tout x € [0 ; 1], flx)

Pourxe[0;1],ona:
Onaaussi 1-x>0.

Donc f(x)—x=

Partie C

1z

1. On trace (en bleu) la droite d'équation y
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2. Montrons tout d'abord par récurrence que pour tout nellN., u,€[0,1].

Posons : P(n) :

u,€[0;1].

_1
;-

P(0) est vraie puisque u,

Supposons P(n) vraie.

f(u,)€[0;1] d'apres la question B.1.

Alors u, .,



Voila.

P(0) est vraie et P(n) implique P(n+1). Donc P(n) est vraie pour tout n.

D'apres la question 2.a, pour tout x € [0 ; 1], flx) = x.
Comme pour tout n, u, € [0 ; 1], alors Au,) 2 u,, soit u,.; = u,.
Ainsi, la suite (u,) est croissante.

Comme (u,) est croissante, elle est minorée par son premier terme.
1
On obtient donc en rassemblant ces informations : pour tout n€lN, Eﬁunﬁunﬂé 1.
La suite (u,) est croissante et majorée (par 1) d'apres la question précédente.
Par conséquent, d'apres le théoreme du cours sur les suites, elle est convergente.
Soit [ sa limite.
La fonction f est continue comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s'annule
pas.
Par conséquent : lim f(x)=/(1). On a donc par composition de limites :

x—l

lim u, =1 .
— = lim f(u,)=f(1)
tim £ (x)= (1) "

x—l

Or, lim f(u,)=lim u,,,.Donc lim u,,  =f(I).

n—-+o n—+ow n—+ow
Comme on a bien str : lim u,=lim u,,,, cela entraine : [=f(l), ce qui s'écrit aussi : f(1)—[=0.
n—+ow n—+o

D'apres la question 2.a, f (l)_l:(l_fw )
e—1
L'équation f(l)—l=O est donc équivalente a (IL)g(Z):O soit (1—l)g(l)=0 .

e —1

C'est un produit nul, donc cette équation équivaut a (1 — 1) = 0 ou g(/) = 0.
*1-7=0ssil=1.
® g(l) =0ssil =0, dapres la question A.1.

1
Mais la solution / = 0 est impossible car pour tout n, u”ZE .

Il reste donc une solution : [ = 1.
La limite de la suite (u,) est 1.
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