Correction du devoir surveillé n22

Exercice 1 :

1) Comme dans le cours. On suppose qu'on sait que Vx€R,exp(x)#0 .
Soit f une autre solution de 1'équation différentielle donnée.

f(x)
exp (x)

f(x)exp(x)-f (x)exp(x)

£ (x)f
Comme f’'=f et exp’=exp, on obtient : g’(x):f<x)eXp(x)_f£x)eXP(x)
£ (x))

Comme la dérivée de g est la fonction nulle, alors g est une fonction constante. On évalue cette
flo] 1

Posons : Vx€R, g(x)= ; & est définie et dérivable sur R puisque le dénominateur ne

s'annule pas.

Ona: g'(x)=

constante en calculant g(0) : g/0|= =
expl0] 1

Ainsi, pour tout x€R , =1 donc f(x)=exp(x). Les fonctions f et exp sont égales.

2) a) Calcul simple :
flx)=u(x)v(x) avec u(x)=exp(a+x) et v(x)=exp(b—x).
Alors f(x)=u’(x)v(x)+u(x)v'(x).
u'(x)=1xexp’(a+x)=exp(a+x) et v’'(x)=—1Xexp'(b—x)
Donc: f'(x)=exp(a+x)exp(b—x)—exp(a+x)exp(b—x)=0.

La dérivée de f est la fonction nulle donc f est constante.

b) f(0)=exp(0+a)exp(b—0)
f(b)=exp(a+b)exp(bf b)

Comme f est constante, f(0/=fb|, donc: exp(a+b)=exp(a)exp(d).

exp(a)exp(d) ;
exp(a+b)exp(0)=exp(a+bd).
b

Exercice 2 :

2x_ _
1) Ona: lime"=0 donc lim € 5:—5:§.
x——c0 x——0 ex_3 _3 3

-5 1-5 —4

On a:lim e*=1 donc lim

x—0 x—0* ex_3 1-3 -2
e” e’ e’
Ona: lime*—5x=1lm x|—-5|.0r lim —=+o donc lim |——-5|=+w et lim x=+o0 .
X — +oo x—+oo X X — +oo X Xx— 4o X X — +o0

Donc lim e*—5x=+w .

) e"X(x+1)—e*xX1  x-e*
2 x)= = .
G (oﬁ—l)2 (x—i—l)2
g'(x)=8e**"* d'apres la propriété du cours : si f(x)=u(ax+b)alors f'(x)=a-u’(ax+Db).

Exercice 3 :

1) @,'(x)=—e* donc ¢, est négative sur [0 ; 27]. Donc :

x 0 2
@1 (x) -
1
@1(x) A




2)

3)

4)

5)

6)

On cherche les points de (C) dont I'ordonnée vaut 0 ; on résout : f(x)=0<sin(x)=0 .
Sur [0 ; 2], les solutions sont : {0 ; x; 2x}. Les coordonnées s'en déduisent : (0 ; 0) ; (t; 0) ; (2m; 0).
Le signe de fix) est le méme que le signe de sin(x) :

X 0 T 21
fly, 0 + 0 - O
D'apres la régle de dérivation d'un produit : f'(x)=—e “sin(x )+e‘xcos(x)—e"x(cos(x)—sin (x)) .
1
Or: cos|x+2|=cos(x)cos|[Z|—sin(x)sin[ZL|=cos(x)x —=—sin | (cos(x)—sin(x)) .
4 V2 f J

Donc : (cos(x)—sin(x))=12cos x+% d'ou le résultat.

Les nombres e * et V2 sont positifs, donc le signe de f” est le méme que celui de cos x+i .

Ona: cos(x+Z|=0 lorsque x+i:§+kn,kez soit x:ivtkn,kez (faire un dessin.)

Comme f est définie sur [0 ; 2r], les solutions de f '(x)=0 sontici: & et 577[ )
On obtient le tableau suivant :
X 0 /4 5 /4 2n
f ) + 0 - 0 +
= 0
€
b 4 9 7
flx) V2 o
A ¢
0 V2

Il s'agit des points d'abscisse i et %
- - e_Tn
On calcule : f[Z)=¢ * gin[X|=¢ * x—=-—=~0,322
1 1 V2 2
—5n
-5 —5n 4
5= 4 . 4 -1 -—e
—|=e " sin|—|=e ° X—= ~—-0,014
" ) V2o V2
—n —5n
4 4
5t e
Donc AL t B|—,;,—
e 72

E appartient a I'; et (C) donc on résout : ¢(x) = fix) : e‘x:e_xsin(x)c»sin(x)zl@x:%+k2n, keZ .
1;875 :
2

I'; et (C) passent toutes les deux par E ; pour montrer qu'elles admettent la méme tangente au point
E, il suffit donc de vérifier que ces deux tangentes ont le méme coefficient directeur.

Sur [0 ; 2r], la seule solution est : ng . E a donc pour coordonnées :

Il suffit donc de vérifier que les nombres dérivés sont égaux en xz% ,soit: @, % =f’ %) .
Allons-y : cpl'(g)=—e ; f’(g)ze cos| X |—sin(X 2(0 1) : Ca marche.




0 donc la tangente a (C) au point O a pour coefficient directeur 1.

f(0)=

Exercice 4 :

1)

La fonction f se décompose en produit de x —»x" et x—e “. On applique la régle de dérivation d'un

produit :
f'(x)
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2)

Donc f” est du signe de (n —x). On obtient donc le tableau suivant :

f (%)

flx)




3)

5)

n n

D'apres le tableau, le maximum est : n"e_"zn—nz n
e e
) 1 1 6 6
On sait que e ~ 2,71828182. Donc 0<e<3 =>—>§=>—>§=2 X
e e

. n_ 6
Sin=26,onadonc:—=—>2.
e e

Démontrons d'abord que si 0<a<b, alors a"<b".

Premiére méthode : on étudie la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par : g(x)=x".
g (x)=x""" donc g’(x)=0 pour tout x donc g est croissante sur [0 ; +oo[.
Par conséquent les images sont dans le méme ordre que les antécédents.
Deuxiéme méthode : par récurrence sur n.

Supposons 0<a<b.

Posons : P(n) : a"<b".

P(1) est vraie : a'<b".

Supposons P(n) vraie. On veut démontrer P(n+1), c'est & dire : o "'<b""".
n+1san b .
Comme on a supposé a"<b", alors en multipliant par b, qui est positif : a""'<b""".
Onadonc: a""'<a"b<b™"' etdonc: a""'<b™".

P(1) est vraie et P(n) implique P(n+1). Donc P(n) est vraie pour tout neN*.

Comme a<b , alors en multipliant par a" , qui est positif: a

Cette propriété est si connue qu'on peut la considérer comme du cours.

Revenons a notre probleme.

n n
Ona —=2 apartir de n 2 6, donc, d'apres la propriété précédente : >2",
e

Donc, pour toutn 26, u,>v, .
Or,2>1donc lim 2"=+cw .
X —+o©

D'apres le théoréme « des gendarmes » ou plutét « du gendarme » :
u >v pourn=6
= lim u, =+ .

X >+

lim v, =+

X —+o0

Voila.
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