La fonction exponentielle

I] Construction de la fonction exponentielle. Méthode d'Euler.

1) Mise en forme

Le probleme posé est le suivant : existe-t-il une fonction définie et dérivable sur un certain intervalle et
égale a sa dérivée ? Autrement dit, on cherche a résoudre 1'équation différentielle : y' = y.

On cherche donc une fonction f telle que f '(x) = f (x) avec des valeurs initiales simples.

On choisit (x, , yo) : les valeurs initiales (les coordonnées du « point de départ »). Donc f{x,) = y,.

Rappels de premiére : approximation affine Pl ) 4
(U 0

Soit 2 : un nombre réel. On sait que si & est assez proche de 0, f(x+h) ¢

f (x0+h)mf'(x0)h+f(x0) . (C'est l'approximation affine d'une

lxy) §

fonction en un point, vue en premiere.)

La figure ci-contre illustre cette propriété : les points M; et N
sont situés respectivement sur C; et sur la tangente a Cyen
M, ; ils sont proches si A est petit. f

Ici, comme f’ = f, cela donne : f(x0+h]Nf(x0)h+f(x0):f(x0)[1+h):y0(1+h) .

De méme : f(x,+2h|~f||xy+h|+h|~f|x,+ R 1+h|~y,|1+A[".

On a de méme : f(x0+3h:)my0[1+h)3 et on conjecture que pour tout n€N, f(x0+nh)wy0(1+h]"

Bien entendu, on ne sait pas si 'approximation obtenue est correcte (elle peut étre trés mauvaise.) Mais
intuitivement, on se dit qu'elle doit étre meilleure si A est petit. C'est le principe de la méthode d'Euler
générale pour la résolution des équations différentielles.

Deuxiéme approximation :

Mais on peut aussi considérer la tangente a Cren M; ; son M,

équation est : y=f"[xyth|[x—(xyth|+f(2+h| . Pour x=x,, . eelp

cela donne : ny'(’onrh‘)(’—h)Jrf(’onrh) . ]

f(xg) ---=----

Or, on peut faire le méme raisonnement que précédemment :
si h est petit, M, et N sont proches donc on a :

flay|~f'(xy+h||—h|+Flx,+h|, ce qui s'écrit aussi :
flxg+h)~—f|xo+h)[=h|+fxo|=F|xg+ |+ fx,)

Autrement dit, si h est assez proche de 0, | /' (x,+h|~f"|x,+h|h+f|x,| |

Xyth

Xo

& --————-——— -

Cette formule ressemble beaucoup a celle donnée par la premiere approximation ; on a simplement
remplacé f (xo) par f’(x,+h]|. Ceci exprime le fait que lorsque f est suffisamment « réguliere », les deux

nombres dérivés f (xo) et f '(x0+ h) sont voisins lorsque 4 est petit.

Comme f=f": f(x0+h)~f(x0+h)h+f(x0) d'ou f(x0+h)(1—h)~f(x0] et donc f(x0+h)m}; PRt
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Comme précédemment, on peut itérer le calcul et conjecturer ainsi que | (xo +nh |~

Choix d'une valeur initiale :
On fait le choix le plus simple possible pour (x,; o). Prenons x, = 0.
Si on choisit y, = 0, on aura pour tout n : f (nh|~0x(1+h["=0 .

On obtient la fonction constante x — 0. On peut vérifier qu'elle est bien solution de 1'équation
différentielle y’ = y. Ca marche, mais ce n'est pas trés intéressant.

On va donc choisir y, = 1. Alors f(nh|~1(1+h/"=(1+A]".

Remarque :

f(xg+h) §
Supposons que la fonction f cherchée existe. Pour x proche de 0,

flx) est voisin de 1, donc positif. Comme f '= f, f ' est positive

aussi. Comme f ' est positive, alors f est croissante. Donc f’ est

croissante aussi.

Placons nous dans le cas ou 2 > 0. Comme f " est croissante, on 1
: o< FIRI=Flo] _ . f
peut conjecturer que f (0]<T<f \h.

Autrement dit, le coefficient directeur de la corde MM, est
compris entre f'(0) et f’|k|. La figure ci-contre illustre ce phénomeéne : la droite verte monte plus vite
que la tangente bleue, mais moins vite que la tangente violette.

Dans cette hypotheése, la premiére approximation donne une valeur approchée par défaut, et la deuxiéme
approximation une valeur approchée par excés de f(A].

et plus généralement : (1+A['<f|nh|<- .
1-h 1-h

On peut donc conjecturer : 1+h<f|h|<

3) Courbes approchées obtenues par la méthode d'Euler
X, =%, th

‘ x,=0
yk+1:ykx(1+h) 0

¥o=1 et on observe les points

On construit trois suites (x,), (y,) et (z,) telles que :

K

2y
Zk+ 1 = ( 1 _ h ]
M. (x,; v.) (reliés par des segments rouges) et P,(x, ; z,) (segments verts).

z,=1

a) Avech =0,5:

xX,.,=%,1+0,5

Yp1=1,8y
On a alors : kil k

On obtient les résultats et le graphique suivants pour 2 = 0,5 sur [0 ; 3] :
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Etape 1: Etape 2 : Etape 3 :
x,=0+0,5 [x,=0,5 |[x,=0,6+0,56 |x,=1 x,=1+0,5 x;=1,5
y;=L15X1 {y;=1,6 |1y,=1,6X1,56 {y,=2,25 | y,=2,256X1,6 {y,=3,375
z,=2X1 z2,=2 2,=2X2 z,=4 2,=4X2 z2,=8
Etape 4: Etape 5: Etape 6:
xX,=2 xX;=2,5 Xg=3
y¥,=5,0625 ¥s~7,59 ¥e~11,39
z,=16 z2;=32 z,=64

b) Avec h = 0,1 a droite de 1 et h = -0,1 a gauche de 1 :

On a construit des points situés a droite de 1 ; mais il nous faut aussi des
points a gauche.

On construit les trois suites (x,), (v,) et (z,) avec & = 0,1 pour les points situés a droite de A et les trois
suites (x,), (v',) et (z,) avec h = —0,1 pour les points a gauche de A.

xk+1=xk+071 —0 x’k+1=xk_0’1 ' =0
v =11y o= y, =09y’ o
Onaalors: """ 777" avec ¥o=1 et e " avec yo=1.
Zk _ , Zk r
Zk+1=£ z,=1 z k+1=1’T z'o=1

On peut utiliser un tableur : on obtient les résultats et le graphique suivants :

X_Nn 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 3
y_n 1 1,1 1,211,331 1,464) 1,611 1,772) 1,949 2,144 2,358 2,594| 2,853 3,138| 3,452 3,797 4,177| 4,595| 5,054 5,56 6,116 6,727 7,4 8,14 8,954 9,85 10,83 11,92) 13,11] 14,42 15,86| 17,45
zn 1) 1,111) 1,235) 1,372| 1,524) 1,694 1,882| 2,091 2,323 2,581 2,868| 3,187 3,541 3,934| 4,371 4,857| 5,397| 5,996 6,662| 7,403 8,225| 9,139 10,15| 11,28 12,54) 13,93 1548 17,2 19,11 21,23 23,59

-3 29 28 -27 26 29 -24 23 -22 -2] -2 19 -18 -7 -16 -15 -14 -13 -12 -11 -4 09 -08 -07 -06 -05 -04 -03 -02 -01 0
0,042 0,047 0,052 0,058 0,065 0,072 0,08 0,089 0,098 0,109 0,122 0,135 0,15| 0,167| 0,185| 0,206 0,229| 0,254 0,282| 0,314| 0,349| 0,387| 0,43| 0,478/ 0,531] 0,59 0,656 0,729 0,81 0,9 1
0,057| 0,063 0,069 0,076 0,084 0,092 0,102 0,112 0,123| 0,135] 0,149| 0,164 0,18 0,198| 0,218| 0,239 0,263| 0,29 0,319] 0,35] 0,386| 0,424 0,467| 0,513 0,564| 0,621] 0,683| 0,751] 0,826| 0,909 1]
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c) Avec h=0,02 a droite de 0 et h = -0,02 a gauche de 0

Les points obtenus sont beaucoup plus serrés, et les courbes se rapprochent 1'une de 'autre. On admet
facilement que les deux suites donnent des résultats de plus en plus voisins & mesure que A devient petit.
A la limite, on obtient une courbe continue.
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