Corrigé du devoir surveillé n25

Exercice 1 :

1.
1
a) Posons u(x)==. Alors f(x)=e""'. On sait alors (cours) que f '(x)=u’(x)e""
x
1 1
Onadonc: f'(x)=——e"
x
lim ! =+ :
b) i x donc, par composition, lim e* =+
lim e*=+ =0
I 1
xfl x | donc, par composition, lim e* =1
lime*=1 o
x=0"
2.
: : oy u(x)
a) Posons u(x)=e"+1. Alors g(x)=In(u(x)).On sait alors (cours) que g’(x)= (=)
u(x
: e’
Onadonc: g'(x)=——".
e +1

b) Méthode 1 :
g’ est strictement positive sur R, donc g est strictement croissante.
De plus, g est continue, puisqu'elle est dérivable.
lim e*+1=1 . .
Ona: w3 donc, par composition, lim In(e®+1)=0
lim In(x)=0 car In est continue en 1 e
x>+1
lim e*+ 1=+ s .
x3tor donc, par composition, lim In(e*+1)=+o0
lim In(x)=+o ¥4

x>+

Les limites de g aux bornes de son ensemble de définition sont donc 0 et +c.

Par conséquent, d'apres le théoréme de la bijection, pour tout ke }0;+oo[ , I'équation g(x):k a
une solution unique sur R.

Méthode 2 :

On résout en appliquant les propriétés bien connues du logarithme :

In(e*+1)=k oln(e*+1)=In(e*)me*+1=ef o e"=e"—1ox=In(e"-1) .

La solution existe car lorsque k>0, e*>1, donc e*—1>0, donc ln(ek —1) existe.

Exercice 2 :

1. Calcul de P(A) :

Méthode 1 :

On considere 1'univers formé de suites de 4 bulletins.

Les choix sont équiprobables, car les bulletins sont indiscernables au toucher. On peut donc
_nombre de cas favorables pour A

nombre de cas possibles

appliquer la formule : P(A)

Nombre de cas possibles :



I1 y a 10 possibilités pour le premier bulletin, 9 pour le second (puisqu'on ne remet pas le premier
dans l'urne), 8 pour le troisieme et 7 pour le dernier.

Donc le nombre de cas possibles est : 10xX9x8X7 .

Nombre de cas favorables :

Il y a 4 possibilités pour le premier bulletin (une des 4 questions d'histoire), 3 possibilités pour le
deuxieme, etc.

Le nombre de cas favorables est donc : 4x3x2x1 .

_ 4x3x2x1 24 1
T 10x9%x8x7 5040 210 |

Ainsi, on obtient :| P(A)

Méthode 2 :

On considere cette fois 1'univers formé des « paquets » de 4 bulletins, c'est a dire qu'on ne tient pas
compte de 1'ordre.

Comme les tirages sont simultanés, tous les paquets de 4 bulletins ont la méme probabilité d'étre
choisis : il y a encore équiprobabilité.

f 1 A
On applique donc la formule P(A)= nombre de cas favorables pour

nombre de cas possibles
Ici, le nombre de cas possibles est le nombre de paquets de 4 bulletins pris parmi les 10. On sait

10|_ 10><9><8><7:210
4XxX3x2x1

Le nombre de cas favorables est 1, car il n'y a qu'un paquet regroupant les 4 bulletins « histoire ».

Donc : P(A):L:L,
10| 210
4

que ce nombre est

Calcul de P(B) :
L'événement contraire de B est B : « Aucune question ne porte sur le sport ».
On doit donc comme précédemment choisir 4 bulletins parmi les 10 ; et on compte 1'issue comme
cas favorables lorsque les 4 sont choisis parmi les 8 questions qui ne portent pas sur le sport.
Comme précédemment, on obtient :
P(B)= 8XTX6X5 :1

10XxX9%x8x%7 3

- 2
Par conséquent : P(B):1—P(B):§ )

a) L'arbre ressemble a ceci :

H\i
1/4 0,3 C

12 T

1/4

b) On applique le principe des probabilités totales :
P(C)=+P(HNC)+P(LNC)+P(SNC)

1 1 1
P(C)==x0,7+=x0,6+=x0,5=0,175+0,3+0,125
4 2 4



P(C)=0,6|.

¢) On cherche P(S).La question est mal posée, mais c'est habituel dans les sujets de bac.
P(SNnC) 0,125

P.(S)= ==
lS) P(C) 0,6

P.(8)~0,208

3. L'expérience consistant a répondre a une question est une épreuve de Bernoulli, car elle a deux
issues : la réponse est bonne ou elle ne 1'est pas.
Convenons d'appeler « succeés » une bonne réponse. La probabilité d'un succes est 0,7 d'apres
I'énoncé.
On répete 10 fois de facon indépendante cette épreuve de Bernoulli. On obtient donc un schéma de
Bernoulli.
On sait alors que la variable aléatoire X qui donne le nombre de succes parmi les 10 résultats suit
une loi binomiale de parameétres n = 10 et p = 0,7.

10

a) On en déduit (c'est du cours) que : | P(X=k)= . .0,7%.0,31°7% |,

b) Soit E 1'événement : « Le candidat donne au moins 9 bonnes réponses ». On voit que E se
définit aussi par : « Le candidat donne 9 ou 10 bonnes réponses ».
Autrement dit : P(E)=P(X=9 ou X=10).
Comme X=9 et X=10 sont des événements incompatibles, on a :
P(E)=P(X=9)+P(X=10)

On calcule ces deux probabilités grace a la question précédente :

P(X:9):(190)-0,790,31:10><O,79><0,3:3><O,79:0,121

p(leo):(ig)-0,71°-0,3°:1>< 0,7°~0,028

Conclusion :| P(E)~0,15 | (arrondi & 10).

¢) On sait d'apres le cours que si X suit une loi binomiale de parametres n et p, alors 1'espérance
de X est E(X) = np.

Ici, n=10 et p=0,7 donc | E (X )=7 |

Exercice 3 :

1. Hop, un arbre :

On applique la formule des probabilités totales.
Ona: p,=P(G,)=P(G,NnG,)+P(G,NG,) .
Donc : p,=0,1x0,8+0,9%0,6=0,08+0,54 soit| p,=0,62 |

2. Comme d'habitude, la question est mal posée, mais on comprend qu'il faut calculer P, (G,).

2



P(G,NG,) 0,54
G 0,62

2

Ona: P, (G,)=

~0,87 |

3. Soit A : « Le joueur a gagné au moins une partie sur les 3 premieres ».
Alors A : « Le joueur n'a gagné aucune partie parmi les 3 premieéres ».
La situation est la suivante (on n'a pas dessiné l'arbre en entier) :

Donc| P(A)=1-P(A)=0,856 |.

4. Encore un arbre :

0 6 n+l
1- e
pn G
n \7
0,4 G,

On applique la formule des probabilités totales :

P(G,.,)=P(G,NG,,)+P(G,NG,,)=P(G,)xP; (G,,)+P(G,)xP;(G,.,) -

Onaposé: P(G,)=p,,donc P(G,)=1-p, .
On obtient donc: p, ,=P(G,,,)=p,*x0,8+(1-p, )x0,6 dou: p ,=p (0,8-0,6)+0,6=0,2p +0,6.

. e 1
Ceci peut encore s'écrire: p , =—p +

577 5"
3 13[1V"
5. P : : =———|=.
osons gtn) D, 1 4 5)
Initialisation :
1
g{l) est vraie car 31311 zé—Exl:E—E—i— 1 =0,1.On a donc bien p = 3_13 1 .
4 415/ 4 4 5 20 20 20 10 45
Hérédité :
Supposons %n) vraie.
3
Ona: pn+1=g pn+g , d'ou, en utilisant 1'hypothese de récurrence :
1(3 13(1)|,3_3 1 131} 1.3_3 13(1|" 12_15 13(1"_3 13(1|"
p’“15445 5 4°5 4|5/ 5 5 20 415 20 20 415 4 415




Ainsi, gtn+ 1) est vraie.
Conclusion :

On a démontré que gil) est vraie et que .%n) implique %n+ 1).

D'apres le principe du raisonnement par récurrence, on peut en déduire que .%n) est vraie pour

tout n entier naturel non nul.

6. On sait que : lim 1 =0 car 1G}—l;l[.Par conséquent : lim 3_13]1 =§.
n->+wo 5 n-+ow 4 5 4
. . 3
Conclusion : lim p”:Z .
7. On résout 1'inéquation :
3 p <1073 381 1070 |1 e 2 w107e| ] <A 10 7o In|| L] |<In| 2 X107
" 5 5/ 13 5 13
-7 4 -7
In| —x10 In| —x10 )
§—p <10 "=nln|=|<ln i><10_7 on> on>
4 b 13 1 —In(5)
In g

On trouve : n>10,747....

On voit donc que %—pn<10_7 pour | n=>11|

Voila...
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