Correction du devoir surveillé n21

Exercice 1 :

lim —————=lim —;=-1 :| limu,=-1
ns+o 3N—N n3+0 —N n>+w

o T . 1
La suite (un) est géométrique de raison —g.

1 . . .
Comme —EE]—M; 1|, on sait d'apres le cours que | lim u,=0 |

n-=>+w

On sait que pour tout n, —1<cos|n|<1

On en déduit : Vn—1<n+ cos(n)<\/;+ 1 puis, comme n est positif :

-1
D'autre part : lim \/E =1 \/ﬁ 1

n->+w n n->+w

Jn—1 _ Jn+cos|n|
n

n

lm——lml 0.

n>+o N n-=>+w

+1
Par la méme méthode, on obtient : lim \/;

n=>+o n

n

=0.

Résumons. On a :

\/;—lg\/;+cos(n)<\/;+l

=
n n n

\/;+1
< .

n

lim Vn-1 = ) donc, d'apres le théoréeme des gendarmes, | lim

n+o n n3+0 n

\/ﬁ+cos(n):

. n+1
lim

n=>+o n

=0

Meéthode 1 :
On peut appliquer le théoréme sur la limite de la composée d'une suite et d'une fonction :
2n*+2 2n?
lim n3 n =lim n =0 -

n>+o N +3 na+mw n3 dOIlC, llm un:O R
hm \/;:0 n->+w
x>0

Meéthode 2 :

. . 2n*+2n .. 2n? 2n +2n \/2
On sait que lim ———=lim —-= hm — ;donc lim m—==0.
n>+o N+ 3 n+o N n->+o0 n-+o n + n—)+oo n-+0o \/7’1,

(Ici, on utilise sans le dire le fait que la fonctlon racine carrée est continue en 0.)

Exercice 2 :

1.

L'affirmation est fausse.

. . . .y 1
Un contre-exemple simple est donné par la suite de terme général : u, =——.
n

. .. . 1 . .
(un) est croissante car c'est une restriction de la fonction x->—— qui est croissante sur JO ; +oo.

X
Mais ( un) est majorée par 0 puisque ses termes sont tous négatifs.

Donc (un) ne peut pas avoir pour limite +co.
L'affirmation est vraie : c'est le théoréme 5 du cours.

L'affirmation est vraie. Sila suite (u,| est croissante, on a: u,<u,<u,<...<u,<u,, <



Autrement dit, pour tout n : u,>u,. Donc la suite (un) est minorée.

4. L'affirmation est fausse. Un contre-exemple simple est donné par la suite de terme général
u,=\—-1/".
On a pour tout n : —1<u,<1 donc (un) est bornée.

Pourtant, (un] n'est pas convergente car elle n'a pas de limite.

Exercice 3 :

1. Onremplace n par 0 ; on obtient alors : u,=u,+2x0+3=1+3=4.

On remplace n par 1 ; on obtient alors : u,=u,+2x1+3=4+2+3=9.

On remplace n par 2 ; on obtient alors : u,=u,+2X2+3=9+4+3=16 .

On voit que les premiers termes de la suite correspondent aux carrés des nombres entiers...
2. On va démontrer cette affirmation par récurrence.

Posons : Pln| : u,>n”.

Initialisation : P(0| est vraie car u0>02 .

Hérédité : Supposons P|n| vraie pour un certain n : u,>n’.

Alors : u,,,=u, +2n+3>n’+2n+3

>n2+2n+1+2=(n+1/+2

n+l \ /
)2

Donc: u

Donc u,,,>n+1
Donc P(n+1| est vraie.

Ainsi: P(0| est vraie et P(n| implique P(n+1|.

Par conséquent, d'apres le principe du raisonnement par récurrence, P|n| est vraie pour tout n.

3. On applique le premier théoréme de comparaison (théoremel du cours) :
Posons vn:n2 .

Ona u >v, pour toutn et lim v, =+ .

n->+w

On en déduit ;| lim u, =+ |

n-=>+w

La suite (un) admet bien une limite, qui est +c.

4. Ona: u,=1, u,=4, u,=9, u,=16 ...
On peut conjecturer que pour tout n, un:(n+1)2 .
Démontrons cette conjecture par récurrence :

Posons : Pln) : un:[n+1)2.

Initialisation : P[0) est vraie car u,=(0+1)".

Hérédité : Supposons P(n| vraie au rang n : un:(‘n+1]2 )
1l faut démontrer Pln+1| : u,, ,=n+2.

Ona: u,,,=u +2n+3=(n+1+2n+3=n+2n+1+2n+3 .
Donc : u,,,=n’+4n+4=(n+2/.

Donc P(n+1| est vraie.
Ainsi : P(0] est vraie et P(n| implique P(n+1).
Par conséquent, d'aprés le principe du raisonnement par récurrence, P|n| est vraie pour tout 7.

Pour tout n, un:(n+1]2

Exercice 4 :
CIx[x—-3)-(x—4|x1 x-3-x+4 1

(x—3[ (x—3J x—3f
On adonc: f’[x/>0 pour tout x€[0;2].

1. Oncalculef’: f'|x]




Donc f est strictement croissante sur [0 ; 2].

On en déduit : pour tout x€[0;2], f(0)<flx|<f[2].
Or f(O):g et fl2]=2.

Donc, 0<f(0)<f|x|<f[2]<2, donc f|x|€[0;2] pour tout x€[0;2].

a)
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b) Au vu de la construction, on peut conjecturer que (u, | est croissante et converge vers 2.

a) Par récurrence :
Posons : P(n| : u €|0;2].
Initialisation : P|0| est vraie car u,=0.
Hérédité : Supposons P|n| vraie aurangn : u €/0;2].
On a d'apres la question 1 : f(un)e[O;Z] .

Comme f(u,|=u,,, ,on obtient : u,,€/0;2].

Donc P(n+1y]’ est vraie.
Ainsi : P(0] est vraie et P(n| implique Pln+1].

Donc, d'apres le principe du raisonnement par récurrence, P(n| est vraie pour tout n.

n+l?

b) Méthode 1 : par récurrence.
Posons : Pln| : u,<u

n+l*

Initialisation : P(0) est vraie car u,<u, (d'aprés le calcul de la questionl).
Hérédité : Supposons P(n) vraie aurangn: u,<u,,, .

n+1) ‘

On a démontré a la question 1 que f est croissante ; par conséquent f (un)< f (u

=u

Comme f (un):un+1 et f(un+1 on obtient : u ,,<u,,,.

n+2
Donc P(n+1] est vraie.
Ainsi : P(0] est vraie et P(n| implique P(n+1).



c)

a)

b)

c)

Donc, d'apres le principe du raisonnement par récurrence, P(n| est vraie pour tout n.
Donc (un) est croissante.

Méthode 2 : par un calcul direct.
u,—4 u,~4 u’-3u, u,~4-u’+3u, -u’+du,-4 —lu,-2]" [u,—2f
—Uu = —u = — = = - =

u,-3 " u,—-3 u, -3 u,—3 u-3  u-3  3-u,

Comme u, €[0;2] (question 3.a), alors 3—u >0 ; (un—2)2>O car c'est un carré.
Donc u,,,—u,>0 pour tout n.

Donc (un est croissante.

On applique le théoréme 4 du cours : toute suite croissante majorée est convergente.
Ici, (un) est croissante et majorée (par 2, par exemple).

Donc elle est convergente.

Il faut démontrer que pour toutn, v,,,=v, —1.
1 1 1x(u,—3) u,—3 u,—3 u,—3
v = = = = = =
"y -2 u —4 u —4 (u,—4)-2(u,—3) u,—4-2u +6 —u +2
- . —2|X(u —3)
w3 |u_3 "
o ou,—3
n+l ™ un_2
D'autre part :
1 1 u,—2 1-u,+2 3-u, u,—3
vn—lz —-1= - = = =—
u —2 u—2 u-—-2 u-2 u-2 u —2
On abien v,,,=v,—1.
Donc (vn) est arithmétique de raison —1.
Comme ( vn) est arithmétique, alors v, =v +nXr our estlaraison. Ici, r = -1.
1 1 1
Ona: v,= =——=——,
u,—2 -2 2
. 1 1
Par conséquent : v, =——+nXx|—1|=———n..
Exprimons u, en fonction de v, :
1 1 1
v,= donc —=u,—2 donc —+2=u, .
u,—2 v, v,
On remplace v, par la formule précédente :
1
u,= +2
1
——-n
2
. 1 . 1
Ona: lim ——=—-n=—ow.Donc, lim ————=0.
n=>+wo n-=>+w ———n
2
Donc lim +2=2,
n=>+w ———n

2
Ainsi 1a limite de (u,) est 2.
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