Correction du devoir surveillé n° 3

Exercice 1:

l.a) lim x°=-o0
X——00
lim 5x=-o00
X——00
lim e*=0
X——00
Donc, par somme: lim X +5x—e°=—o0
X——00

b) lin}2x2—x+1 =2
i

limx®+5x=6
x—1
x>1

2x2—x+1 2

1
Dong, par quotient : lim —— = — = —
parq x—1 x3+5x 6 3

c)

lim 1+ 2 =1
x—1>r-+I—loo ﬁ_

Donc: lim X+l _
Tx—4o0 \/X+2

+00

d) limx+2=5
x—3
x>3

lir% 9—x* =0 car x > 3 implique x*> > 9 puisque la fonction « carré » est strictement croissante
X—
x>3

sur R*
X+2

9_x2

Donc, par quotient : lin%
X—

x>3

e) lim e*=+0c0
X—+00

lim x*+2=+oc0
X—+00

Donc, par produit: lim e*(x*+2) = +oco
X—+00

f) lim e*(5x+3)= lim 5xe*+3e*
X——00 X——00

Or, lim xe* =0, d’apresle cours
X——00
et: lim e*=0.
X——00
Donc: lim e*(5x+3)=0
X——00



2. On voit que les limites précédente se traduisent graphiquement par la présence de deux asymp-
totes :
Pour la question d), il y a une asymptote verticale d’équation x = 3.
Pour la question f), il y a une asymptote horizontale d’équation y = 0.

Exercice 2:

1. On sait que —1 < sin(x) < 1 pour tout x € R.
Ainsi, on a pour tout x: =1 < sin (x*+8x-4) <1
Comme on cherche une limite en +o0, on peut supposer 3x+5 > 0.
1 sin (x* + 8x —4) _ 1

3x+5 3x+5 " 3x+5
On calcule les limites des expressions encadrantes :

Dans ce cas, on obtient en divisant par 3x+5: —

hm = lim =
x—+co 3x+5 x—+o003x+5

L o . sin(x*+8x—4)
On en déduit d’apres le théoreme des gendarmes : lim =0
xX—+00 3x+5

2. On a comme précédemment: —1 < cos(x) <1
Donc: -3 <cos(x) <3
Etdonc:2<3cos(x)+5<8
Comme e* > 0 pour tout x, on en déduit : 2e* < e* (3cos(x) +5)

Or, lim 2e* =400
X—+00

Donc, par comparaison : liIP e*(3cos(x) +5) = +0c0
X—+00

Exercice 3:

1. Onrappelle la formule de premiere :

a et b étant deux réels, si h(x) = g(ax+ b), alors ' (x) = ag'(ax + b).

ax+b ax+b

Appliqué au cas de la fonction exponentielle, on obtient : si f(x) =e , alors f'(x) = ae

f étant définie comme un produit, on pose : u(x) = x et v(x) =e™*.

Alors u/(x) =1 et v'(x) = —1x e * = —e™* d’apres la régle rappelée ci-dessus.
Onaalors: f = uv,donc f' = u'v+uv',cequidonne: f'(x) =le™*+xx (—e ) = (1-x)e™ ™.

2. Vuque e™* > 0 pour tout x, le signe de f’(x) estle méme que celui de (1 — x).
On résout par exemple: 1 —x =0 quidonne: x < 1.

D’ou le tableau :

X 0 1 +00

f'(x) + 0 -

fw 0/\

1
£(0)=0 (facile) et f(1) =1xe ! =e™! =~ =0,367.
e

o =




L. 1
3. Enécrivant:e ™ = —:
ex

X
. . € N
Onsaitque lim — = +oo (d’apres le cours).
x—+o00 Xx

Ty . X s . 3 -
Dongc, en passant al'inverse : lim — =0, ce qui s’écritaussi: lim xe™* =0.
x—+oo ¥ X—+00

En utilisant la limite d’'une composée :

lim ye¥ =0 X—+00
y——o00

ce qui équivauta: lim xe *=0.
X—+00

lim —x=-o00
Xtoo donc: lim —xe *=0

Complétons :
X 0 1 +00
f'(x) + 0 -
1
e
0 0
Exercice 4:

1. f peut étre bornée sans avoir de limite en +oo. Contre-exemple simple : sin ou cos.
L'affirmation est donc FAUSSE.

2. Posons: xkl}l f(x) = ¢, ¢ étant finie par hypothese.

Cela signifie que f(x) est aussi proche qu’on le veut de ¢ a condition de prendre x assez grand.

Choisissons donc un réel a tels que f(x) soit distant de ¢ de moins de 1 unité lorsque x = a, c’est a
dire : pour tout x = a, on al’encadrement: ¢ —1< f(x) < ¢ +1.

Onadonc:
six=a,alors f(x)<¢+1.
et d’autre part: si x < a, alorsf(x) < f(a) (car f est croissante).

Si on choisit un réel b supérieur a la foisa £+ 1 et a f(a), on obtient : f(x) < b pour tout x € R.
Dongc, f est bien majorée. L'affirmation est VRAIE.



