Corrigé du devoir surveillé n°5

Exercice 1l :

6
1.a) In(5x) +In (%) =1In(5) +In(x) +6In(x) —In(5) = 7In(x)

7
b) In(x*>xe?) +1In (8—3) =2In(x) + 3In(e) + 7In(e) — 3In(x) = —In(x) + 10
X
2.a) InGx—-1) =In(x) +1n(3)
1
On doit avoir: 5x—1>0 et x > 0, soit x > g

In(5x—-1) =In(3x)

5x—-1=3x
2x=1

1 : : 1 1
xX= 3 Solution valable puisque 3 > =

Ainsi: . = {l}
2

b) In(x+3)<In(x)+1
On doitavoirx+3>0etx >0, soit x>0
In(x+3) <In(x) +1In(e)
In(x+3) <In(e)
x+3<ex

3
Toutes ces solutions sont valables puisque si x = T alors x > 0.
e f—

3
Ainsi:Y:[—;+oo
e—1

3.a) g:g(x)=x%In(x)
g'(x) =2x xIn(x) + x? x i
g'(x) =2xIn(x) + x
g'(x) =x2In(x)+1)

b) h:h(x)=In(x?+1)

h(x) =In(u(x)) ot u(x) = x2+1
u'(x)

Alors: h'(x) =
u(x)

2x

7 (x) =
e x?+1

Exercice 2 :
Partie A :
5—-x

1
I. flf(x)=5x—-1=—
[ e P



2. Le dénominateur x est positif, donc f’(x) est du signe de 5 — x.
5-x=0
5=x
Donc f'(x) est positif si 0 < x < 5.

3. Le tableau:

X 0 0 +00
f'(x - 0 +
~ 2,05
f0) - T~
—00 —00

f(6)=5In(5)-5-1=5In(5) -6 = 2,05

4. lim+ In(x) = —oo (d’apreés le cours)

x—0
Donc: lim f(x) =-o0
x—0*
In(x 1
5. f(x):x(S ) —1——).
X X
In(x
lim In(0) =0 (d’apres le cours)
Xx—+o00 X
. 1
lim —=0
X—+00 X
n(x) 1
Donc: lim 5 1-—=1
X—+00 X X
L In(x) 1
Par conséquent: lim x|5 —-1—-—|=+o00
X—+ X X

6. Sur ]0;5], f est continue et strictement croissante; d’autre part, I'image de I'intervalle ]0;5] par f
est] —oo;=2,05], qui contient 0.
D’apres le théoreme de la bijection, I'’équation f(x) = 0 a donc une solution unique sur ]0; 5].

Sur ]5;+00], f est continue et strictement décroissante; d’autre part, I'image de 'intervalle |5; +o0]
par f est] =2,05;—oc0l, qui contient 0.
D’apres le théoreme de la bijection, I’équation f(x) = 0 a donc une solution unique sur |5; +o0].

Par conséquent, I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions sur ]0; +ool.

7. On obtient a la calculatrice: @ = 1,72 et f =~ 10,98

Partie B :

1
1. g'(x) =5 x —. Ainsi, g’(x) > 0 pour tout x > 0.
x

Donc g est (strictement) croissante sur ]0; +ool.

On sait (d’apres la partie A) que f(f) =0, soit: 5In(f) - f—-1=0.
On en déduit: 5In(B) — 1 = B, ce qui équivauta: g(p) = p.



2. Voir graphique.

3. Démontrons que pour tout n € N: u, < u,+1 < p.
Pourn=0:uy=2etu; =5In(uy) —1=5In(2) -1 =2,47.
On abien: uy < u; < B. La propriété est vraie pour n = 0.

Supposons : u, < u,+1 <  pour un certain rang n.

Comme g est croissante, on en déduit : g(uy,) < g(un+1) < g(B)
cestadire: U,y < upi2 < P.

La propriété est donc vraie au rang n + 1.

La propriété est vraie pour n = 0.
Si elle est vraie pour n, alors elle est vraie pour n + 1.
Alors, d’apres le principe du raisonnement par récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

Au passage, le fait que (u,) soit croissante montre que u, = uy > 0 pour tout n, et donc qu’on peut
toujours calculer 5In(u,) — 1; autrement dit, cette formule définit bien une suite.

4. La suite (u,) est croissante et majorée (par ), donc convergente, d’apreés le théoréme de conver-
gence monotone.

Soit ¢ la limite de (u;,).

Comme g est continue, alors nErPoo gluy) =g).

Comme g(u,) = uu+1, ceci s’écrit aussi : nl_lglw Ups1 = 80).

Mais d’autre part, nl_lgloo Uy+1 = ¢ (C'estlalimite de la suite (u,,)).

Par conséquent, ¢ est une des solutions de I’équation g(x) = x.

Or g(x) = x équivaut a f(x) = 0. Cette équation a donc exactement deux solutions qui sont « et 5.
La limite de (u;) ne peut pas étre a, car u(n) = uy = 2 pour tout n, donc nl—l»rPoo U, =2.

Ainsi, lim u, =p.
n—+oo



Annexe :
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