Correction du devoir surveillé n° 1

Exercice 1 (6 points) :

1.

. : . 2
lim n® = +ooet lim — = 0.
n—-+oo n—+oo N

Donc lim wu, = +oo (par somme).
n—+o0o

lim n?=4oc0et lim /n=+ooc.

n—-4o0o n—-+40o

Donc lim n?y/n = +oo (par produit).
n—+00

D’autre part, lim 7n = 4o0.

n—+o00
Donc (par somme) : lim w, = +oo.
n——+00
lim (—n)’ = lim —n’=—ocoet lim —6n = —oco.
n—+00 n—+o00 n—+o00
Donc (par somme) : lim a, = —oc.
n—-+oo

. Comme 5 > 1, alors d’apres le cours : lim 5" = 400

n—-+o0o

Donc : lim t, = —oc.
n—-+o0o

. Comme —1 < 0,1 < 1, alors d’apres le cours : lim 0,1" =0

n—-+o00

Donc: lim r, =0.
n—-+o0o

. C’est le deuxiéme t,, de I'exercice, une erreur de ma part...

. . /7 . 7z m
Ici, on a une forme indéterminée du type « — ».
00

3 3
n|{l+— I+ -
, , n+3 n n
On met en facteur les termes prépondérants : = =
2n? + 1 5 1 1
n |2+ — n|\2+—
n? n?
3 3
lim —=0,donc: lim (14 —)=1
n—+oo n n—-+oo n
1 1
lim — =0,donc: lim (24— )=2
n—+oo n n—-+oo n

n
D’autre part : lim — =0
n—+oo n
3
(1+2) .
Et donc (par produit) : lim ¢, = lim M~ lim - x-=0
n—-+oo n—s—+00 1 n—-+oo n 2
n

Exercice 2 (4 points) :

1.

On sait que pour tout n : —1 < cos(n) <1
Donc : n—3 <n+3cos(n) <n+3

Posons : t, =n — 3. Alors lim ¢, = +oc.
n—-4o0o

Comme on a pour tout n € N : t, < u,, alors d’apres le théoréeme de comparaison : lirJIrl Uy = 00
n——+0oo



2. On sait que pour tout n : —1 < (—=1)" <1

1 _1)n 1
Donc:8— +<gy T cgy 1
n n n

1
Posons : r, =8 — — et s, =8+ —.
n n
Onaalors: lim r,= lim s, =28.
n—-+o0o n—-+o0o

Comme on a pour tout n € N: r, <wv, < s,, alors d’aprées le théoréme des gendarmes : lirf v, = 8.
n—-—+0oo

Exercice 3 (10 points) :

l.uy==-x24+3=4
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3. On peut conjecturer que la suite est croissante et de limite 6...

4. On veut démontrer que la propriété : u, < 6 est vraie pour tout n € N.
¢ Cette propriété est vraie pour n = 0 car ug < 6.

e Supposons cette propriété vraie pour un certain n et montrons qu’elle est alors vraie pour n + 1.

On suppose donc : u, < 6 et on veut en déduire : u,4+1 < 6.

Uy < 6 implique successivement :

1 1
“u, < = X6
gt =5

L +3<1><6+3
gtn T =75

soit : upy1 <6

Récapitulons :



10.

e La propriété est vraie pour n = 0.
« Si elle est vraie pour n alors elle est vraie pour n + 1 (hérédité).

Alors, d’aprés le principe du raisonnement par récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

. On veut démontrer que la propriété : u, < un,4+1 est vraie pour tout n € N.

e Cette propriété est vraie pour n = 0 car uy < uj.

e Supposons cette propriété vraie pour un certain n et montrons qu’elle est alors vraie pour n + 1.
On suppose donc : u, < upy1 et on veut en déduire : w41 < Upto-

Up < Un41 implique successivement :

1

iun < §un+1
L +3< L +3
—U —U

9 n =9 n+1

Soit @ Upt1 < Upy2

Récapitulons :

 La propriété est vraie pour n = 0.

« Si elle est vraie pour n alors elle est vraie pour n + 1 (hérédité).

Alors, d’aprés le principe du raisonnement par récurrence, elle est vraie pour tout n € N.

. La suite (u,) est croissante (d’apres la question 5) et majorée par 6 (d’apres la question 4).

Par conséquent, elle est convergente (d’apres le théoréme de convergence monotone).

. De I'égalité v, = u,, — 6, on déduit : v, = v, +6 et upy1 =vp4+1 +6

1
Remplagons dans la formule de récurrence : u,4+1 = Qu” +3

1
On obtient : v,11 + 6 = 5(7)“ +6)+3

1 1
vn+1+6:fvn+§><6+3

2
Upt1 +6 = %Un+6
1
Un+1 = §Un

1
On passe de vy, a v,4+1 en multipliant toujours par le méme nombre 3 donc la suite (v,) est géomé-

. . 1
trique, de raison 3

. UOIU0*6:2*6:*4

Comme (vy,) est géométrique, alors d’apres la formule de premiere :

1 n
pour tout n, v, = vy X ¢" = —4 X (5) .

1

n
. On a pour tout n : u, = v, + 6, donc en remplacant : u, = —4 % () +6

2

1 . 1\"
Comme —1 < 3 < 1, alors lim 5) = 0.

n—-+o0o

1 n 1 n
Donc lim 4><<2> =0et donc: lim 64><() =6

n—-+oo n—-+oo 2

On obtient : lim wu, = 6, en accord avec le graphique.
n—-+o0o



