Corrigé du devoir maison n° 1

Exercice 1:

L’espace est rapporté au repere (O ; i l;) Les droites (d) et (d') sont définies par les systémes de repré-
sentation paramétrique suivants :

=8+t r=2+3s
(d) y=T+t teR (d)yq y=5—s seR
z=9+42t z=—1+4s

Déterminer la position relative des droites (d) et (d') : paralléles, sécantes ou non coplanaires.

1 3
Un vecteur directeur de (d) est : @ | 1 | et un vecteur directeur de (d’) est : v | —1
2 4

Les coordonnées de i et ¥ ne sont pas proportionnelles ; donc @ et ¥ ne sont pas colinéaires. Donc (d) et (d')
ne sont pas paralleles.

Ces deux droites sont sécantes si elles ont un point en commun; dans ce cas, les coordonnées (z ;y ;z) de
ce point vérifient a la fois le systéme de représentation paramétrique de (d) et celui de (d').

r=84t=2+43s 8+t=2+43s
Onadonc:S y=7+t=5—3s . On doit donc résoudre le systéeme (S) : ¢ 7+t=5—3s

z2=9+2t=—-1+14s 9+2t=—-1+44s
Prenons d’abord le systéme formé par les deux premieres lignes : { ?ii i ?) i_ is .

8+t=243s

En remplagant (L2) par (L2) — (L1), on obtient : { T l—8—t—5—s—2_3s

soit : B+t=2+43s
’ —1=3—4s

On en déduit successivement :

8+t=2+3s
—4 = —4s

{ 8+t=21+3s

s=1
8+t=2+3
s=1

t=-3
s=1
On regarde si le couple (—3 ;1) est aussi solution de la derniére équation : 9 +2 x (=3) =3 =—-1+4 x 1.

C’est juste.

Donc le couple (—3 ;1) est solution du systeme (S). Il existe donc un triplet (x ;y ;z) solution & la fois des
systémes de représentation paramétrique de (d) et de (d').

Donc les droites sont sécantes .

Déterminons les coordonnées de leur point d’intersection, I (ce qui permettra aussi de vérifier le calcul).
r=84t=8-3=5
y=7+t=7-3=4
z=942t=9—-6=3



r=24+3s=24+3=5
y=5—s=5—-1=4
z=—-14+4s=-14+4=3

Ainsi, I a pour coordonnées (5 ;4 ;3).

Exercice 2:

Déterminer les limites suivantes et préciser les asymptotes éventuelles :

1. lim & — 23
r——+00
. 4x 43
2 xli>n—12l‘2—4
x>—2
3
3. lim
TREVE
4 3
4 lim x° 4+ 5x + 1

T—+00 T—+00 3
T

Or, d’apres le cours : lim — =+ (L’exponentielle ’'emporte en cas de forme indéterminée).

T
1. lim ¢ —22= lim 2° <e_1>

r—+oco
xr
Par conséquent : lim — —1=+00
r—+oco

D’autre part : lim z° = 400
T—-+00

X
Et donc (par produit) : lim 23 (e - 1> +o0

r——+00 $3
Ainsi : lim e — 23 = +o0
r—+00
2. lim 4z +3=-5
z——2
r>—2
lim2 22 —4 =07 car le trindme est du signe de (—a) entre les racines, qui sont (—2) et 2.
_}_
752
Par consé t: li =—
r conséquent : lim —5—r 00
T>—2
L1 . . 4x+3
On en déduit (par produit) : lim = +o0
%ﬁ—%d@<—4
T>—

) 3 3 . 2
S TR TR ava o YErVESVE S

>0

Or, lim vz =07
x—0

x>0

On en déduit : lim vz —1 = —1

z—0

x>0
Et donc (par produit) : lir% Vr(vVr—1)=0"

750
p £ ient) : 1 5 it : lim —>
ar conséquent (par quotien im ———=——— = —o00 soit : lim = —00
drent Apard v=0 a(v/a 1) =507 — /T
€T x

On peut faire le lien avec la propriété de seconde : si z € [0;1], on a : 22 < 2 < /7.



4. On va utiliser la propriété donnant la limite d’une fonction composée.

La limite d’une fonction rationnelle en —oo est égale a la limite du quotient des termes de plus haut
degré, donc :

. dad 45z +1 .
lim ———— = lim — =4 3
z——oo g3+ 22 +1  zo-oc0 23 . . dz° + 5z + 1
donc, par composition : lim 55 =2
. 0 z——oo | a3 422 +1
im =
y—4 \/?;

Exercice 3 :

On considére deux suites (uy,) et (v,) de nombres positifs : pour tout n € N, u,, > 0 et v,, > 0.
n
On construit alors la suite (w,) en posant pour tout n : w, = Z Uk Un—k-
k=0

Autrement dit : w, = ug X Uy, + UL X Vpp—1 + Ug X Up—9 + oo + Up—1 X V1 + Up X V.

Posons ensuite pour tout n :

n
AnZZU¢=uO+U1+uQ+...+un
i=0

n
Bn:Zvj:v0+vl—|—...+vn
j=0

n
et Cp =Y wj =wo + w1 + ... + Wp.
k=0

1. Démontrer que pour tout n : A, X B, < Cy, < A, X Bay,.

On peut s’aider du graphique ci-dessous.
2. On suppose que les suites A, et B, sont convergentes et on pose :

lim A, =a
n—-+o0o
et lim B, =b.

n—+0o0o
Démontrer que C), est convergente et que liril C, = ab.
n——+0oo

1. a) Démontrons d’abord que A, B,, < Cy,.

Si 'on développe A,, x By, on trouve une somme de termes de la forme u; X v;, ot ¢ et j prennent
toutes les valeurs entre 0 et n; par ailleurs, chacun de ces termes n’apparait qu'une fois.
Autrement dit : A,, X B,, = ugvg -+ ugv1 +ugva + ... +ugvy, +u1v0 + U101 + ... + UV, + UV F ...+ U Un,
n n
Formellement, on peut écrire : A, B,, = Z Z UV;
i=0 j=0

n n
ou : Aan = ZZuivj

j=0i=0
ou encore : A, B, = E Uvj
0<i<n
0<5<n

On peut trouver ces trois notations dans les livres.

Voyons ensuite Coy,.

n
Cn:Zwk:wo—i—wl—i—...—i—wn.
k=0

n
Or:w, = Z UgVn—k
k=0



Ainsi : wg = ugvg

w1 = U1 + ULV

W = UYV2 + ULV1 + U2V

w3 = UgV3 + u1v2 + u2v1 + U3V

W2p = UQU2p + UIV2p—1 + U2V2p—2 + ... + UpUn + ... + U2p—1V1 + U200
On somme tous ces termes pour obtenir Cy, ; ici aussi, chaque terme n’apparait qu’une fois.

Formellement, on peut écrire : Cy), = Z U;V;

0<i

0<j

i+j<2n

On voit quesi0 < i <net0<j<n,alors 0 <i+ j < 2n et donc le terme u;v; apparait dans la
somme précédente.
Autrement dit, tous les termes w;v; qui apparaissent dans le développement de A, B,, apparaissent
aussi dans Cy,. (La réciproque est fausse, par exemple ugv,4+1 n’apparait pas dans A, B;,).
On peut donc écrire : Co,, = A, B, +y avec y = somme des termes u;v; qui apparaissent dans Cy,
mais pas dans A, B,.
(On voit que y est la somme des u;v; pour lesquels i +j < 2n mais i >n+1ouj>n+1.)
Comme u, > 0 et v, >0, alors y > 0
On en déduit : Cy, > A, By,

b) Démontrons a présent que Co, < Agy,Boy,

Comme précédemment, si on développe A, X Ba,, on trouve une somme de termes de la forme
u; X vj, ol ¢ et j prennent toutes les valeurs entre 0 et 2n; par ailleurs, chacun de ces termes
n’apparait qu’une fois.

Or, si i et j sont positifs et si i + j < 2n, alors chacun des deux est plus petit que 2n (sinon ¢ + j
serait strictement plus grand que 2n). Ainsi : i < 2n et j < 2n

Autrement dit, tous les termes u;v; qui apparaissent dans Cs,, apparaissent aussi dans le dévelop-

pement de Ay, Ba,. (La réciproque est fausse ici aussi, par exemple wu,v,41 n’apparait pas dans
Cap).

Comme les termes u;v; sont tous positifs, on en déduit comme précédemment : A, Ba, > Coy,

Finalement, on a pour tout n : A, X B, < Oy, < A, X Bay,.

. La suite C), a toujours une limite (finie ou infinie), car elle est croissante.
En effet, chacun des termes w,, est positif (somme de termes positifs), donc Cy, 1 = Cp, + w41 > Cp,.

Supposons a présent : lim A, =aet lim B, =©0.
n—-+o0o n—-+o0o

D’apres la propriété de la limite d’un produit, on en déduit : ll}rf A, X B, = ab.
n o

Bien stir, on a aussi : lim Ag, X Bg, = ab (méme suite, méme limite).
n—-+00

Comme d’autre part A, x B, < C, < Ay, X Ba, (question 1), le théoréme des gendarmes permet

de conclure que : lim C, = ab
n—-+o0o



